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Let (X2m , g) be a strongly pseudoconvex hermitian manifold with C boundary.
If . belongs to C2(X ), let us consider the changes of hermitian metric defined
by g1(.)=&.g+i  . and g\2 (.)= g+i  .\{.{.. We solve problems of
the form [detgi (.)][det(g)]&1=F(x, {.; .) in X and .=u on X, where
F # C (TX_R) is an everywhere strictly positive function satisfying some assump-
tions and u # C(X ).  1998 Academic Press
0. INTRODUCTION
Ce travail constitue la suite d’une e tude portant sur des e quations aux
de rive es partielles elliptiques non line aires du type de MongeAmpe re sur
des varie te s hermitiennes [810]; il s’agit d’une extension aux varie te s a
bord non vide de re sultats de [9]. On conside re une varie te C hermi-
tienne a bord strictement pseudoconvexe, et on s’inte resse a la mise en
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En vue d’e tablir l’existence d’hypersurfaces de Rm+1 a courbure de Gauss
prescrite, on retrouve l’analogue re el de ces proble mes; cette question a
e te re solue par Oliker [13], Delanoe [6-III], Caffarelli, Nirenberg,
Spruck [5] et d’autres. Les re sultats de ces auteurs ne s’adaptent pas au
cas complexe.
Au second chapitre de cette e tude, on conside re le proble me (0.1) et l’on
montre que l’existence d’une sur-solution implique l’existence d’une solu-
tion telle que le (1-1)-tenseur covariant repre sente par (&.g*+ +{*+ .) soit
partout de fini positif. On e tudie ensuite, respectivement aux Sections III et
IV, les proble mes (0.2&) et (0.2+). Enfin, en appendice, on donne une
preuve de l’estime e a priori C2, : a l’inte rieur pour le proble me (0.1).
Chacun des proble mes propose s se re soud par la me thode de continuite
quand le second membre ne de pend que du point ge ne rique et par un
argument du degre dans le cas ge ne ral.
I. DE FINITIONS ET NOTATIONS
1. Soit X2m une varie te complexe de dimension complexe m2 qu’on
suppose connexe, compacte a bord C non vide.
Nous supposerons que la varie te X est strictement pseudoconvexe, c’est-
a -dire qu’il existe une fonction de finissante r # C(X) posse dant les
proprie te s (i), (ii), et (iii) suivantes:
(i) r(P)=0 si P # X et r(P)<0 si P # X;
(ii) dr(P){0 si P # X;
(iii) *, + *+ r(P) A*A+ >0 pour tout P # X et tout vecteur tangent
A=A*e*{0.
Toutes les repre sentations locales de tenseurs que nous conside rerons a
l’inte rieur seront relatives a des syste mes de coordonne es (z*=x*+
iy*)*=1, ..., m adapte es a la structure complexe. On note z*
 =z* et, pour








On de signera par { la connexion de Chern de la varie te (X, g); c’est
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seuls les symboles de Christoffel non mixtes 1&*+ ne sont pas identiquement
nuls. A cette connexion, on associe le tenseur de torsion de fini localement
par




et la courbure dont les composantes sont donne es par
Rdcab #( ({ea eb&{ebea) ec , dz
d).
Ainsi, pour tout tenseur t=tcd dz

















On de signera par
2.=&{**.=&g
*+ {*+ . et |{.| 2={*. {*.= g*+ {*. {+ .
le laplacien et le carre de la norme du gradient d’une fonction . # C2(X ) en
me trique g.
2. E tant donne e une fonction . # C2(X ), on conside re les de forma-
tions g(.) de la me trique hermitienne g d’une des formes suivantes:
g1(.)=&.g+i  . et g\2 (.)= g+i  .\{.{.,
ou chaque gi (.) est suppose e de finie positive. Nous disons alors que . est
g1 (resp. g+2 , g
&
2 )-admissible, ou tout simplement admissible si aucune
confusion n’est a craindre a propos du changement de me trique conside re ,
et nous notons . # A1 (resp. A+2 , A
&
2 ).
Les e le ments de volume dV et dVi relatifs aux me triques g et gi sont
relie s par la relation dVi=[detgi (.)][det(g)]&1 dV, c’est-a -dire
dV1=det(&.$*++{
*








On dispose du principe du maximum suivant:
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=Log[det(&vg*+ +{*+ v)]&Log[det(&wg*+ +{*+ w)].

















(g$*+% ) dt& [&(v&w) g*+ +{*+ (v&w)], (2)
ou %=tv+(1&t) w est admissible pour tout t # [0, 1]. Pre cisons que
(g$*+% ) de signe la matrice transpose e de l’inverse de celle de la me trique g$% .
Soit P un point ou la fonction v&w atteint son maximum. Si P appartient
au bord, les hypothe ses du lemme permettent de conclure. Supposons donc





et remarquons que l’ope rateur B*+ {*+ est elliptique. Ainsi
B*+ {*+ (v&w)(P)0
et donc, d’apre s (2), il vient
0&(v&w) B*+ g*+ ,
ce qui donne (v&w)(P)0. Le re sultat s’en de duit en e crivant que
v&w(v&w)(P) partout dans X.
3. Soient F # C(TX_R) et u # C(X ). On s’inte resse a la mise en
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Il convient de signaler qu’une condition ne cessaire pour re soudre est que,
dans chaque cas, u soit la restriction au bord X de X d’une fonction C
admissible. Notons t la coordonne e naturelle sur R, on fera sur les donne es
les hypothe ses suivantes:
F>0 et F $t0 dans TX_R; (i)
u # C(X ). (ii)
Les me thodes de re solution applique es reposent sur une estime e a priori
dans C2, :(X ) des solutions C admissibles de (3). La contribution prin-
cipale de cette e tude re side dans l’e tablissement, pour toute solution .C 
admissible de (3), d’une estime e pour la norme C 2:
&.&C2(X )C1 , (5)
ainsi que les estime es C2, : a l’inte rieur: pour tout compact K/X, il existe
une constante positive, C(K), telle que
&.&C 2, :(X )C(K). (6)
Un raisonnement analogue a celui de Caffarelli, Kohn, Nirenberg, et
Spruck [4], combine aux estime es (6), permet d’e tendre l’estime e (5) en
une estime e dans C 2, :(X ).
The ore me 1. Il existe une constante positive C2 telle que si . est une
solution C admissible de (3) ve rifiant (5), on ait
&.&C 2, :(X )C2 pour un re el : # ]0, 1[.
La constante C2 ne de pend que de (X, g), C1 , F et u.
Enfin, pour alle ger l’e criture, nous noterons a la Section II (resp. III,
IV), g$ ou g$. pour de signer la me trique de forme e g1(.) (resp. g&2 (.),
g+2 (.)).
II. E TUDE DU PROBLE ME (0.1)
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ou F est un second membre partout strictement positif et u est la restriction
au bord d’une fonction C admissible sur X. On fera l’hypothe se ne cessaire










Cette hypothe se est satisfaite s’il existe une fonction  # C(X ) telle que le
tenseur covariant repre sente localement par la matrice (&g*+ +{*+ )*, +









Une telle sur-solution .1 existe en particulier quand la donne e au bord est
identiquement nulle. La principale utilisation de l’hypothe se (1) re side dans
l’obtention de l’estime e de la de rive e seconde normale sur le bord. On
aboutit alors au re sultat d’existence et d’unicite suivant:
The ore me 2. Soient F # C(X ) une fonction partout strictement positive










De monstration. L’unicite de la solution de (1) est une simple conse -
quence du principe du maximum pour l’ope rateur det(&.$*++{
*
+.),
Lemme 1. En vue d’e tablir l’existence d’une solution admissible pour (2),
on utilise la me thode de continuite . Prolongeons d’abord la fonction u en
une fonction admissible de C(X ), note e toujours par u, et conside rons la
fonction .0=u+kr, k>0. D’apre s l’admissibilite de u et r, il est possible
de choisir le re el k assez grand de sorte que
F0(x)=det(&.0 $*++{
*
+ .0)>F(x) dans X. (3)










pour lequel .0 est la solution quand t=0 et donc, si on de signe par T
l’ensemble des re els t # [0, 1] tels que, pour tout st, le proble me (Es)
admet une solution C admissible, T est non vide. Appelons 3 l’ensemble
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des fonctions admissibles de C2, :(X ), 0<:<1, qui co@ ncident avec u sur





La fonction 1 est continu^ment diffe rentiable et sa diffe rentielle par rapport
a . est donne e par
D.1()=&g$*+ g*+ &2$.,
ou 2$. est le laplacien dans la me trique g$*+ =&.g*+ +{*+ .. Pour . # 3,
D.1 est un ope rateur line aire continu de C 2, :0 (X) dans C
:(X ) qui est
inversible. C 2, :0 (X) de signe les fonctions de C
2, :(X ) qui s’annulent sur le
bord. On applique alors le the ore me des fonctions implicites pour en
de duire que T est un ouvert de l’intervalle [0, 1].
A pre sent, il s’agit de montrer que T est aussi un ferme de l’intervalle
[0, 1]. Ceci requiert une estime e a priori dans C 2, :(X ) sur les solutions .t














D’autre part, tenant compte de (2) et (3), on de duit que, pour tout









Cette ine galite combine e avec (4) implique, a l’aide du Lemme 1,
.0.t.1, (5)
ce qui nous permet d’avoir une estime e sur la norme C0(X ) des solutions
et le fait que les fonctions dans (5) ont la me^me valeur sur X montre que
le gradient de .t est estime a priori sur le bord. Pour estimer .t dans
C2(X ) inde pendamment de t et conclure quant a l’e quivalence des me tri-
ques g et g$, on applique les Lemmes 2, 3 et 4 ci-dessous. Le The ore me 1
et le the ore me d’ArzelaAscoli montrent que T est ferme dans [0, 1] et par
raison de connexite T=[0, 1]. D’apre s un the ore me de re gularite bien
connu, toute solution de (Et) sera C admissible. La solution de (Et) pour
t=1 est la solution de sire e de (2).
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Lemme 2. Soient F # C(X ), u # C(X ), C0 une constante positive et













[&.&C 0(X )+&{.&C 0(X)]C0 . (2)
Alors B est borne dans C1(X ).
De monstration. Soit . # B. En se plac ant dans un repe re orthonormal
pour g et dans lequel la matrice (*+ .) est diagonale, on peut e crire,
compte tenu de l’admissibilite de . et l’ine galite arithme tique ge ome trique,









=m exp _&F(x)m & (3)
et donc, d’apre s la continuite de F,
0<C2g$*+ g*+ . (4)
Il s’agit de montrer que, partout dans X, |{.|Cte[1+maxX |{.|].
Signalons au passage que la fonctionnelle conside re e dans la de monstration
du Lemme 1 de [9], a savoir 1(.)=|{.|2 exp[e&k.], k>0, ne permet
pas de conclure; les calculs propose s ne cessitent une majoration a priori de
. par une constante strictement ne gative, ce n’est pas le cas ici. Il convient
donc de choisir une fonctionnelle de la forme
1(.)=|{.|2 exp[ek(r&c)], ou k>0 et c=min
X
r.
Si 1(.) atteint son maximum sur le bord, le re sultat est imme diat; sup-





215MONGEAMPE RE ET DIRICHLET
File: DISTL2 324009 . By:CV . Date:23:06:98 . Time:10:51 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 3131 Signs: 1166 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
et donc, en e crivant que le laplacien de Log 1(.) dans la me trique de forme e







+kek(r&c)(2$r&k |{$r| 2). (6)
Majorons, au point P, les deux premiers termes du membre de droite de
l’ine galite (6).







(g$:; {: |{.|2 {; r+conj.)
et donc, en de veloppant {: |{.|2 et en utilisant les relations g$:+ =
&.g:+ +{:+ ., g$:;
 g$:+ =$;+ et g
:; g:+ =$;+ , on ve rifie, a l’aide de l’ine galite














 g*+ ({*:. {+;.+{*; . {:+ .). (8)
D’autre part, les relations {aF= g$:;
 ({a:; .& g:; {a.), obtenues par
de rivation de l’e quation (1), et les relations
{*:; .&{:; * .=&T &*: {&; . (9)
et




+;) {& ., (10)
obtenues par permutation des de rive es covariantes, permettent d’e crire
2$ |{.|2 sous la forme suivante:
2$ |{.|2=&({*. {*F+conj.)&2g$:;
 g:; |{.|2&E1&E2 , (11)
ou E1 est de fini par (8),
E2=(g$:;
 T &*: {
*. {&; .+conj.)+ g$:;
 (R&;+:+{:T
&
+;) {& . {
+ .
216 CHERRIER ET HANANI
File: DISTL2 324010 . By:CV . Date:23:06:98 . Time:10:51 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 2775 Signs: 1317 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
et donc, en e crivant que {&; .= g$&; +.g&; et en tenant compte de (4), on
voit que
|E2 |C3 |{.|2 g$:;
 g:; ,
ou C3 est une constante positive ne de pendant que de C0 , C2 , ainsi que des
maximums sur X des normes des tenseurs R, T et {T.
Ainsi, en notant par C4 une norme C1(X ) de F, en posant C5=C3+







 g:; . (12)
A pre sent, notons par a>0 un re el tel que (*+ r)*, +a(g*+ )*, + et repor-







Prenons ==a(2C0)&1 et k=1+2a&1sup(C5 , 2C 20). Dans (13), les coef-
ficients de g$:; g:; et |{$r|2 sont alors respectivement  &1 et <0. Ainsi,
en tenant compte de (4), il vient:
0\2C &12 kek(r&c) |{r||{.|&1+ g$:; g:; ,
ce qui donne, en vertu de l’admissibilite de .,
|{.| (P)2C &12 [ke
k(r&c) |{r| ](P)2C &12 ke
2k &r& &{r& .
Le lemme en re sulte.
Lemme 3. Conservons les notations du Lemme 2. Soient F # C(X ),
u # C(X ), C0 une constante positive et B/A1 & C(X ) un ensemble de
solutions du proble me (1) ve rifiant (2). On suppose qu’il existe une sur-










Il existe alors des constantes positives C1 , C2 et b telles que, si . # B, on
ait:
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ou g$. de signe la me trique de forme e &.g+i  .; la constante C1 est fonc-
tion de C0 , &F&C 2(X ) , ainsi que des maximums sur X des normes des tenseurs
R, T et {T; les constantes C2 et b de pendent en outre de &u&C 2(X ) et
&r&C 2(X ) .
De monstration. 1. Soit . # B. En se plac ant dans un repe re orthonor-
mal pour g et dans lequel la matrice (*+ .) est diagonale, on peut e crire,










=m exp _F(x)m &
et donc, d’apre s la continuite de F et les estime es (2),
0<C3&m.&2. et } 2.m.+2. }C$3=1+mC0C &13 . (4)
En vue d’e tablir l’autre partie de (i), prenons le laplacien des deux mem-
bres de l’e quation (1). On trouve
2$(m.+2.)=g$:_ g$\; ({*\_ .&{
*.g\_ )({*:; .&{*.g:; )














+ g$:; g*+ T &:* T
#
+; {&# .,
et donc il existe une constante positive C4 , ne de pendant que de C0 ainsi
des maxima sur X des normes des tenseurs R, T et {T, telle que
|G2 |C4(&m.&2.)(1+ g$:;
 g:; ).
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Ainsi, compte tenu de l’ine galite (4) de la preuve du Lemme 2,
(C$4)&1 g$:;
 g:; 1, il vient:
|G2 |C5(&m.&2.) g$:;
 g:; , ou C5=C4[1+(C$4)&1]. (6)
On conside re alors la fonctionnelle
1(.)=Log(&m.&2.)+kr, k>0,
en un point P ou elle atteint son maximum. Si P est sur le bord, le re sultat
est imme diat. Supposons donc que P est a l’inte rieur et e crivons que le
laplacien de 1(.) dans la me trique de forme e g$ est non ne gatif en P. On
obtient l’ine galite suivante:
02$[1(.)]=(m.+2.)&1 2$(m.+2.)
+(m.+2.)&2 g$:; {:(m.+2.) {; (m.+2.)+k 2$r.
Jointe a (5), elle se transforme comme suit:
&(m.+2.)&1 G1&(m.+2.)&1 G2+G3 , (7)
ou
G1=g$:_ g$\;
 g*+ ({+ \_ .& g\_ {+ .)({*:; .& g:; {*.)





G3=&(m.+2.)&1 (2F+m2)+k 2$r& g$:;
 g:; .
Compte tenu de (4), on obtient d’abord G3C6&kag$:;
 g:; , ou C6 est
une constante positive fonction de C3 et d’une norme C2 de F. Pre cisons
aussi que a>0 est telle que (*+ r)*, +a(g*+ )*, + . Ainsi, d’apre s l’ine galite
(4) de la preuve du Lemme 2, (C$4)&1 g$:;
 g:; 1, il vient
G3(C7&ka) g$:;
 g:; , ou C7=C6(C$4)&1. (8)
De {[1(.)](P)=0 et du de veloppement, en P, du carre positif suivant:
g*+ g$:_ g$\; [({*:; .& g:; {*.)&(m.+2.)&1 {:(m.+2.) g$*; +T $*: g$$; ]
_[({+_\.& g\_ {+ .)&(m.+2.)&1 {_ (m.+2.) g$\+ +T {+_ g$\{ ],
on de duit, gra^ce a l’ine galite de Cauchy, une ine galite de la forme:
G1C8[k&(m.+2.)] g$*+ g*+ , (9)
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ou la constante C8 de pend d’une estime e C 0 de . ainsi que de &T& et
&r&C 1(X ) .
Reportons (6), (8) et (9) dans (7), on obtient




\ka2 &C5&C7 + g$*+ g*+ 0
et, en prenant k=2a&1(1+C5+C7), on aboutit a une contradiction avec
l’admissibilite de .. En conse quence, (11) ne peut avoir lieu, et donc
(&m.&2.)(P)C9 , ce qui e tablit la double ine galite (i) en revenant a la
de finition de 1(.).
2. Dans ce paragraphe, nous allons estimer les de rive es covariantes
secondes de . en tout point P du bord. Tout d’abord, la fonction u e tant
prolonge e en une fonction C admissible sur X note e toujours par u, on
remarque qu’au voisinage du bord X, . peut s’e crire sous la forme
.=u+hr (12)
pour une fonction h # C(X ) et, par suite,
{2.={2u+{h{r+{r{h+r {2h+h {2r.
Ainsi, pour tout vecteur A=Aaea tangent a X en P,
{AA .(P)={AAu(P)+h(P) {AA r(P), (13)
eu e gard au fait que r(P)=0 et {Ar(P)=0. Notons & le champ de vecteurs
unitaires normal a X dirige vers l’inte rieur et & la de rivation corres-
pondante. (12) montre que, partout sur X,
&.=&u+h &r.
Or, &r<0 sur X. Donc
h=(&.&&u)(&r)&1 sur X.
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Ensuite, tenons compte de l’estime e C1, de ja acquise, la relation (13) impli-
que que, pour tout vecteur A tangent au bord en P, on a
|{AA .| (P)C10 ; (14)
la constante C10 ne de pend donc que de C0 , d’une estime e C1 de ., de
&u&C 2(X ) et &r&C2(X ) .
Dans ce qui suit, on va e tablir une estimation des de rive es secondes
mixtes, normales tangentielles en P. Pour cela, on fixe sur un domaine de
carte U contenant P un syste me de coordonne es (z*=x*+iy*)*=1, ..., m
telles que z*(P)=0 pour * # [1, ..., m], : r(P)=0 pour :<m, xm r(P)
=&1 et ym r(P)=0. Dans tout ce paragraphe, on adopte les notations
suivantes:
t2i&1=x i, t2i= y i pour i<m
t2m&1= ym=t et t$=(t1, ..., t2m&1).
Le de veloppement de Taylor de r a l’ordre deux au voisinage de P combine
a un changement de coordonne es holomorphes permet de supposer, sans
restreindre la ge ne ralite , que la fonction de finissante r est de la forme
r=&xm+\(t1, ..., t2m&1) (15)
partout dans l’ensemble
M=[Q # U; r(Q)0 et xm(Q)=],
pour une fonction \ strictement convexe et ou = est un re el assez petit.
A pre sent, conside rons, sur l’ensemble M, la fonctionnelle
1(.)=\_ti (.&u)& ti rxm r xm(.&u)&+(t .&t u)2&kxm+lr,
ou k et l sont deux re els strictement positifs fixe s plus bas. Au voisinage de
P, on a
|t .&tu|Cte |t|Cte\12.
Donc, compte tenu de (15), il vient (t .&t u)2&kxm0 si on fixe le re el
k assez grand; ensuite, d’apre s (12), on voit que
1(.)0 sur M. (16)
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D’autre part, en de rivant une fois l’e quation (1) satisfaite par ., en utilisant
les commutations (9) et (10) de la preuve du Lemme 2 et la relation
xm=2m+i t , on ve rifie que
}g$:; {:; _ti (.&u)& ti rxm r xm(.&u)&}C12 g$:; g:; + g$:; {:t. {; t.,
ou la constante C12 est fonction de &r&C2(X ) , &F&C 1(X ) , &.&C 1(X) , ainsi que
des maximums sur X des normes des tenseurs R, T et {T. Outre les
conside rations e voque es ci-dessus, on utilise l’ine galite de Cauchy pour
montrer que
2$(t.&tu)2& g$:;
 {:t. {; t .+C13 g$:;
 g:; ,
ou la constante C13 de pend de &u&C3(X ) , &F&C1(X ) , &.&C 1(X ) , ainsi que des
maxima sur X des normes des tenseurs R, T et {T.
En regroupant ces deux dernie res ine galite s, on obtient
2$1(.)g$:; [(C12+C13) g:; &l {:; r]
et donc, en prenant l assez grand, on de duit de la stricte plurisoushar-
monicite de r que 2$1(.)0 dans M. Tenons compte de (16), le principe
du maximum implique que 1(.)0 dans M et xm 1(.)(P)0, ce qui
montre l’existence d’une constante positive C14 telle que
} 
2.
t i xm } (P)C14 pour i2m&1. (17)
Pour comple ter l’estime e C2 sur le bord, il reste a estimer les de rive es
secondes normales en P. Pour cela, il suffit d’e tablir que
{mm .(P)C15 (18)
pour une constante positive C15 . D’apre s l’e quation (1), on a, en P,
Bmm (&.+{mm .)=exp[F(x)]& :
m&1
+=1
Bm+ (&.gm+ +{m+ .),
ou (B*+ ) est la matrice des cofacteurs de (&.g*+ +{*+ .). Donc, d’apre s
(14) et (17), il existe une constante positive C16 telle que
Bmm (&.+{mm .)(P)C16 . (19)
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Pour de duire (18) a partir de (19), on minore Bmm (P). Pour ce faire, on va
montrer, pour tout vecteur A=m&1:=1 A





(&.g:; +{:; .)(P) A:A;
 C17 .
L’hypothe se (3) implique a l’aide du principe du maximum de Hopf que
&.&.1 sur X
et le fait que . et .1 co@ ncident sur le bord permet d’e crire
.=.1+h r
pour une fonction h # C(X ). Or, &r<0 partout sur X. Donc,
h =(&.&&.1)(& r)&10 sur X (20)





Tenons compte de (20), de la stricte plurisousharmonicite de r et de














(&.1g:; +{:; .1)(P) A:A;
 C18>0.
Ainsi Bmm (P)(C18)m&1>0, et (19) implique (18) en tenant compte de
l’estime e C0, hypothe se (2).
Lemme 4. Conservons les notations du Lemme 3. Soit B/C4(X ) un
ensemble de solutions admissibles du proble me (1) ve rifiant (2) et (3). Si
. # B, on pose
2= g$:; gab {:a. {;b . et %2= g$:;
 g$ab g*+ {:b *. {; a+ ..
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(i) Il existe une constante positive k1 telle que, partout dans X et pour
tout . # B, on ait
2$2+&E&$2+K2+(g$:;
 gab {:a. {;bF+conjugue )
& g$:_ g$\; gab {:a. {;b. {\_ Fk1(1+%)(1+2), (4)
ou , en repe re g$-orthonorme , K2=*, :, a gaa |{* :a.|2 et les composantes du
tenseur E sont de finies par
E*:a={*:a .&:
\
({*\ :.&{*.g:\ ) {\a ..
La constante k1 est fonction de b, de fini au Lemme 3, d ’une estime e C0(X )
du gradient et des de rive es secondes mixtes de ., ainsi que d ’une norme
C0(X ) des tenseurs R, T et {T.
(ii) On a sup. # B &&C0(X )<.
De monstration. Soit . # B. En proce dant comme au Lemme 8 dans
[8], a des e quivalents de l’ordre de (1+%)(1+2) pre s, on e tablit (4).
Montrons comment (ii) s’en de duit.
Soient k et l deux re els strictement positifs et J=k |{.|2&l(m.+2.).
Les e galite s (5) de la preuve du Lemme 3 et (11) de la preuve du Lemme 2
impliquent que
2$Jk2&k3 %2&2. (5)
D’autre part, a l’aide du de veloppement de deux carre s convenables per-
mettant de majorer respectivement |{$ |{.|2|2 et |{$(m.+2.)|2, on
aboutit a
|{$J |2k4(1+l 2%2+k22). (6)
Soit P # X un point ou la fonction 1=+J atteint son maximum. Si
P # X, l’estime e de sire e se de duit du lemme pre ce dent. Supposons donc
que P # X"X et que (P)1. Ainsi, |{$1 |2 (P)=0 et, d’apre s (6),
|{$|2k4(1+l 2%2+k22) en P.
E crivons que 2$=2$22+|{$| 2 et 2$1(.)(P)0. Compte tenu de
(4), (5) et (6), on peut choisir les re els k et l de telle sorte que (P)Cte
et achever ainsi la preuve de ce lemme. En effet, de la de finition de 1(.)
et du lemme pre ce dent, il re sulte alors que
(P)+2 &J&Cte.
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The ore me 3. Soient F # C(TX_R) une fonction partout strictement
positive et u # C(X ). On suppose en outre que pour tout tt0=
sup (0, maxX u) et tout (x, p) # TX, on ait F $t0 et
|{F | (x, p; t)AF 1&1m(x, p; t), (1)
ou { de signe le gradient relatif a une me trique hermitienne sur TX_R et ou
A est une constante. Dans ces conditions, et sous l ’hypothe se d ’existence
d ’une sur-solution, le proble me suivant admet une et une seule solution










De monstration. Signalons, tout d’abord, que l’hypothe se (1) faite sur F
assure l’existence d’une sous-solution . # A1 & C(X) du proble me (2). En
effet, le the ore me de la moyenne permet de montrer que (1) implique qu’il
existe une constante positive B telle que
F(x, p; t)B(1+| p|m) pour (x, p) # TX et tt0 . (3)
Ensuite prolongeons la fonction u sur X en une fonction C admissible que
nous notons toujours par u. Cherchons la fonction . sous la forme
. =u+k(elr&1), ou k et l sont deux re els strictement positifs, cette fonc-
tion . co@ ncide avec u sur le bord. Compte tenu de l’admissibilite de u et




lr)m det({*+ r+l {
*r {+r). (4)
En conside rant, en un point P # X, un repe re g-orthonorme tel que
: r(P)=0 pour :m&1, et en notant par a un re el strictement positif tel
que (:; r):, ;a(g:, ; ):, ; , on ve rifie que
det({*+r+l {
*r {+r)am(1+la&1 |{r|2).




lr)m (1+la&1 |{r| 2). (5)
D’autre part,
1+|{. |mC1+C2(klelr)m |{r|m.
Donc il est possible de choisir les re els k et l de telle sorte que
B(1+|{. |m)(klae lr)m (1+la&1 |{r|2).
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Jointe a (3) et (5), cette ine galite donne
F(x, {. ; . )det(&. $*++{
*
+ . ). (6)
L’unicite de la solution de (2) de coule du Lemme 1. Pour e tablir
l’existence d’une solution .. de (2), on suppose que . n’est pas une
solution de (2), sinon c’est fini. Si . est une solution de (2), l’hypothe se
d’existence d’une sur-solution .1 et (6) impliquent, a l’aide du the ore me de
la moyenne et du principe du maximum, que
. ..1.
On en de duit l’estime e C 0 et, puisque ces trois fonctions ont la me^me
valeur au bord, il en resulte une majoration a priori de |{.| sur le bord.
Les Lemmes 5, 6 et 7, qui suivent, montrent que . est estime e a priori dans
C2(X ). Le The ore me 1 et la the orie elliptiques [1] impliquent qu’il existe
une constante positive C telle que
&.&C 5(X )C.
Ceci permet d’appliquer l’argument du degre , de veloppe dans Nirenberg
[12], pour conclure.
Lemme 5. Conservons les notations du The ore me 3. Soient B/C(X )




[&.&C 0(X )+&{.&C 0(X)]C0 . (3)
Alors B est borne dans C1(X ).
De monstration. Soit . # B. Conside rons la fonctionnelle
1(.)=|{.|2 exp[ek(r&c)], ou k>0 et c=min
X
r.
Soit P # X un point ou 1(.) atteint son maximum. Si P est sur le bord,
c’est fini. Supposons que P # X"X et |{.| (P)1. On aura, en P, une







+kek(r&c)(2$r&k |{$r| 2). (4)
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Le second terme du membre de droite de (4) est majore , comme au










 g:; +=&1 |{$r|2),
ou
E1= g$:;
 g*+ ({*:. {+;.+{*; . {:+ .). (5)










 g:; +=&1 |{$r|2). (7)
D’autre part, du de veloppement des termes en F dans la relation (11) de
la preuve du Lemme 2, ou l’on substitue Log F a F, de l’ine galite
g$:; g:; mF &1m











ou C2 est une constante positive ne de pendant que d’une estime e C0 de .,
de la constante B dans (3), preuve du The ore me 3, ainsi que des maxi-
mums sur X des normes des tenseurs R, T et {T.
Reportons (7) et (8) dans (4); et puisque (1) et le fait que 1(.) est
stationnaire en P impliquent que






+[(=&1C0&k) |{$r|2+(2C1+C3) F&1m |{r|] kek(r&c).
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Posons ==a(2C0)&1, il s’ensuit que
0_C2&ka2 ek(r&c)& g$:; g:;
+[(2a&1C 20&k) |{$r|
2+(2C1+C3) F&1m |{r|] kek(r&c). (9)
Dans un repe re orthonormal pour g, on de signe par 0<A1
A2 } } } Am les valeurs propres de la matrice (g$:;
 ):, ; . Puisque . ve rifie





A pre sent, posons b=4a&1(2C1+C3) |{r| (P) et distinguons deux cas.








_a4 b&(2C1+C3) |{r|& F&1m0.
(11)
D’autre part, on sait que
_C2&ka4 ek(r&c)& g$:; g:; \C2&
ka
4 + g$:; g:; .
Prenons alors kk0=4a&1(1+C2), on trouve que
_C2&ka4 ek(r&c)& g$:; g:;  & g$:; g:; . (12)
Compte tenu de (11) et (12), l’ine galite (9) nous permet de dire que, pour
tout re el kk0 , g$:;
 g:; (P)0, ce qui contredit l’admissibilite de ..
(ii) Si A1b1&mF&1m, on e crit que |{$r|2b1&mF&1m |{r|2 et
donc, en notant C4=[2a&1(2C1+C3)]1&m, il vient
(2C1+C3) F&1m |{r|&k |{$r|2
F&1m |{r| [2C1+C3&kC4(&{r&)2&m].
D’ou , pour kk$1=(C4)&1 (2C1+C3)(&{r&)m&2, on obtient:
(2C1+C3) F&1m |{r|&k |{$r|20. (13)
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D’autre part, si kk"1=2a&1(1+C2), on aura:
0_C2&ka2 ek(r&c)& g$:; g:; & g$:; g:; . (14)
Ainsi, d’apre s (9) et compte tenu de (13) et (14), on peut affirmer que,
pour tout re el kk1=sup(k$1 , k"1), on a g$:;
 g:; (P)0, ce qui contredit
l’admissibilite de ..
Dans les deux cas, on aboutit a une contradiction quand kk2=
max(k0 , k1). Donc, pour la valeur k2 du re el k, si 1(.) atteint son maxi-
mum en un point P # X"X, on a |{.| (P)1. Le lemme re sulte alors de
la de finition de 1(.).
Lemme 6. Conservons les notations et hypothe ses du The ore me 3. Soient
C0 une constante positive et B/C (X ) un ensemble de solutions admissibles
du proble me (2) telles que
sup
. # B
[&.&C 0(x)+&{.&C 0(X )]C0 . (3)







ou g$. de signe la me trique de forme e &.g+i .. Notons par K le compact
de TX_[&C0 , C0] constitue des (x, p; t) tels que x # X et |t|+&p&gC0 ;
la constante C2 est fonction de C0 , C1 , &F&C2(K) , ainsi que des maximums
sur X des normes des tenseurs R, T et {T; les constantes C$2 et b de pendent
en outre de &u&C 2(X ) et &r&C 2(X ) .
De monstration. 1. Soit . # B. En ope rant comme au Lemme 3, on
montre d’abord l’existence d’une constante positive C3 telle que
0<C3&m.&2. et } 2.m.+2. }C$3=1+mC0C &13 . (4)
Conside rons la fonctionnelle
1(.)=Log(&m.&2.)+l |{.|2+kr, k et l>0,
en un point P ou elle atteint son maximum. Si P # X, l’ine galite (i)
s’ensuit. Supposons donc que P est a l’inte rieur, prenons le laplacien des
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deux membres de l’e quation (2) et e crivons que le laplacien de 1(.) dans
la me trique de forme e est non ne gatif en P. On en de duit une ine galite de
la forme
&(m.+2.)&1 G1&(m.+2.)&1 G2+G3 , (5)
ou G1 et G2 sont de finis par les me^mes expressions qu’a la preuve du
Lemme 3, et donc, d’apre s l’ine galite (6) de ce lemme, il existe une con-
stante positive C4 telle que
|G2 |C4(&m.&2.)(1+ g$:;
 g:; ); (6)
le terme G3 est de fini par
G3=&(m.+2.)&1 (2 Log F+m2)+l2$ |{.| 2+k 2$r& g$:;
 g:; .
Compte tenu de (4), de la relation (12), preuve du Lemme 2 et du
de veloppement de 2 Log F, on montre l’existence de constantes positives
C5 , C6 et C7 telles que, si a>0 ve rifie (*+ r)*, +a(g*+ )*, + , on ait
G3C5+(C6&l ) E1+(lC7&ka) g$:;
 g:;
&_ Log Fp: {:[Log(&m.&2.)+l |{.|2]+conjugue & . (7)
D’autre part, en tenant compte de {[1(.)](P)=0 et du de veloppement
d’un carre convenable, on e tablit a l’aide de l’ine galite de Cauchy que la
minoration suivante
G1 &C8[(&m.&2.+k+=&1l ) g$*+ g*+ +=lE1+1] (8)
est valable pour tout =>0; la constante positive C8 ne de pend que de C0 ,
C1 ainsi que de &T& .
Reportons (6), (7) et (8) dans (5); puisque le fait que 1(.) est station-
naire en P implique que
2 } Log Fp: {:[Log(&m.&2.)+l |{.| 2] }=2 }
 Log F
p:
k {:r }C9 ,
il vient, compte tenu de (4),
_k \a& C8&m.&2.+&l \C7+
=&1C8
&m.&2.+&C4&C8& g$:; g:;
(C6+=lC8 C &13 &l ) E1+C4+C5+C8C
&1
3 +C9 . (9)
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Notons C10=C4+C5+C8C&13 +C9 et posons ==C3(2C8)
&1 et l=2C6 ;
il s’ensuit que, dans (9), le coefficient de E1 est nul et que si
(&m.&2.)(P)C11=2a&1C8 , (10)
alors
_ka2 &l(C7+aC8C &13 )&C4&C8& g$:; g:; C10 .
Prenons k=2a&1[m(C7+aC8C &13 )+C4+C8+1]; on en de duit que
g$:; g:; (P)C10 .
Enfin, e crivons que . ve rifie l’e quation (2). L’ine galite arithme tique
ge ome trique permet de montrer que (&m.&2.)(P)C$11 , ou C$11 est
fonction de C10 et supK F. Ainsi, d’apre s (10),
(&m.&2.)(P)sup(C11 , C$11),
ce qui permet d’achever la preuve de (i).
2. Pour estimer les de rive es secondes de . au bord, on ope re comme
au Lemme 3 en estimant |{2.| en tout point P # X. On conserve les
me^mes notations. Soit P # X. Tenons compte de l’estime e C1, de ja acquise,
on obtient d’abord l’estime e des de rive es secondes tangentielles; pour tout
vecteur A tangent au bord en P, on a
|{AA .| (P)C12 ,
avec une constante ne de pendant que de (X, g), C0 , &u&C2(X ) et &r&C2(X ) .
Ensuite, pourvu qu’on e tablisse une estime e a priori sur les de rive es
secondes mixtes, normales tangentielles, on utilise le me^me argument qu’au
Lemme 3 pour estimer la de rive e seconde normale au bord.
On rappelle que
M=[Q # U; r(Q)0 et xm(Q)=],
ou = est un re el strictement positif, et on conside re la fonction de finie sur
M par
v=&xm+(ekr&1), k>0.
Comme dans la preuve du Lemme 3, on ve rifie que, pour un re el l stricte-
ment positif assez grand et si = est assez petit, alors
(t .&tu)2+lv0 sur M. (11)
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Soit 1 la fonction de finie par
1(.)=\_ti (.&u)& ti rxm r xm(.&u)&+(t .&tu)2+lv,
ou l est un re el strictement positif que l’on fixe assez grand de sorte que
(11) soit satisfaite; ainsi,
1(.)0 sur M. (12)
A pre sent, on note par L l’ope rateur L=2$+Fpa {a . En de rivant une
fois l’e quation satisfaite par ., on montre, a l’aide d’une permutation des
de rive es comme aux Lemmes 2 et 5, qu’en tout point Q # M, on a
L[1(.)]C13 g$:;
 g:; +lkekr(&ag$:;
 g:; &k |{$r|2+C14 |{r| ), (13)
ou C13 ne de pend que de &{.&C0(X ) , &F&C 1(K ) , &u&C3(X ) , &r&C 3(X) , ainsi que
des maximums sur X des normes des tenseurs R, T et {T; la constante
C14 est fonction de &F&C1(K ) et a est un re el strictement positif tel que
(:; r):, ;a(g:; ):, ; .
Montrons que, partout dans M, on a
L[1(.)](Q)0. (14)
Tenons compte de (12), le principe du maximum implique alors que
1(.)0 dans M et donc xm[1(.)](P)0. Ainsi,
} 
2.
t i xm } (P)Cte pour i2m&1.
Pour prouver (14), on se place en un point Q # M, dans un repe re
g-orthonorme , et on de signe par 0<A1A2 } } } Am les valeurs propres





La dernie re ine galite de coule de la continuite de F sur K. Notons
b=2a&1C14 |{r| (Q). Deux cas se pre sentent
(i) Si A1b1&mC15 , on e crit que |{$r| 2b1&mC15 |{r|2 et donc, en
posant C16=C15(C14)&m (a2)m&1, il vient:
C14 |{r|&k |{$r|2C14 |{r| [1&kC16(&{r&)2&m],
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eu e gard au fait que m2. Ainsi, pour k=(C16)&1 (&{r&)m&2, on obtient
C14 |{r|&k |{$r|20.
Tenons compte de (13), l’ine galite (14) s’en de duit en prenant l=2C13
(ka)&1 e&k minX r.
(ii) Si A1b1&mC15 , d’apre s (15), on a obligatoirement Amb et,








D’autre part, en fixant le re el k en accord avec le premier cas, on sait que,
si on prend l=2C13(ka)&1 e&k minX r, on aura
_C13&l ka2 ekr& g$:; g:; 0.
L’ine galite (14) est satisfaite dans les deux cas. D’ou le re sultat.
Lemme 7. Conservons les notations du Lemme 6. Soit B/C4(X ) un
ensemble de solutions admissibles du proble me (2) ve rifiant (3). Si . # B, on
pose
2= g$:; gab {:a. {;b . et %2= g$:;
 g$ab g*+ {:b *. {; a+ ..
(i) Il existe une constante positive k1 telle que, partout dans X et pour
tout . # B, on ait
2$2+&K1&$2+K2+(g$:;
 gab {:a. {;b F+conjugue )
& g$:_ g$\; gab {:a. {;b. {\_ F
k1(1+%)(1+2); (4)
en repe re g$-orthonorme , K2=*, :, a gaa |{* :a.| 2 et les composantes du ten-
seur K1 sont de finies par
(K1)*:a={*:a.&:
\
({*\ :.&{*. g:\ ) {\a..
La constante k1 est fonction de b, de fini au Lemme 6, d ’une estime e C0(X )
du gradient et des de rive es secondes mixtes de ., ainsi que d ’une norme
C0(X ) des tenseurs R, T et {T.
(ii) On a sup. # B &&C0(X )<.
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De monstration. Soit . # B. En proce dant, comme au Lemme 8 dans
[8], a des e quivalents de l’ordre de (1+%)(1+2) pre s, on montre (4).
Prouvons comment (ii) s’en de duit. Pour cela, on ope re comme au
Lemme 4. Signalons seulement les modifications qu’il convient d’apporter.
Tout d’abord, le choix d’une fonctionnelle de la forme
1(.)= exp(eJ)
s’impose. On rappelle que J=k |{.|2&l(m.+2.), ou k et l sont deux
re els strictement positifs,
2= g$:; gab {:a. {;b . et %2= g$:;
 g$ab g*+ {:b *. {; a+ ..
L’ine galite (4) verifie e par le laplacien de 2 dans la nouvelle me trique










Remarquons que le lemme est imme diat si la fonctionnelle conside re e
atteint son maximum sur le bord; supposons donc que ce maximum est
atteint en un point P a l’inte rieur. A l’aide d’une e galite analogue a (5),
preuve du Lemme 3, et de l’ine galite (8), preuve du Lemme 5, on e tablit
l’existence de constantes positives (ki) i=3, 4, 5 telles que
2$Jk3(l+k)&lk4%2+(lk5&k) .2&\ Fp: {: J+conj.+ . (6)
D’autre part, Log 1(.) e tant stationnaire en P, on en de duit que
{=&eJ {J. (7)
Donc, en de veloppant {2 dans un repe re g$-orthonorme , on montre,
d’apre s l’ine galite de Cauchy, que, pour tout =>0,
|{$2|2(1+=) &K1&$2+(1+=&1) K2 . (8)




=e&J (e2J |{$J | 2)=eJ |{$J | 2,
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Par suite, vu l’ine galite (8) ou l’on choisit ==$(1&$) et puisqu’alors







Supposons donc que (P)1 et e crivons que le laplacien de Log 1(.)







+eJ (2$J+|{$J | 2).







&eJ |{$J |2+eJ 2$J.






et K22%2+k7 , ou k7 est fonction de &R& et sup. # B &{.& ainsi que
du re el b, on conclut a l’existence de re els k et l tels que (P)Cte. Ceci
ache ve la preuve du lemme.
III. E TUDE DU PROBLE ME (0.2&)
On e tablit d’abord le lemme suivant re duisant ainsi l’estime e C1 a une
estimation du gradient sur le bord.
Lemme 8. Soient F # C(TX_R) une fonction partout strictement
positive et u # C (X ). On de signe par C0 et C1 deux constantes positives et
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&.&C0(X )C0 et sup
. # B
&{.&C0(X )C1 . (2)
On suppose en outre que pour tout (x, p; t) # TX_[&C0 , C0], on ait
|{F | (x, p; t)AF 1&1m(x, p; t), (3)
ou { de signe le gradient relatif a une me trique hermitienne sur TX_R et ou
A est une constante. Sous ces conditions, l ’ensemble B est borne dans C1(X ).
De monstration. On suit le raisonnement du Lemme 5, donnons donc les
modifications qu’il convient d’apporter aux calculs mene s lors de la preuve
de ce lemme. Soit . une solution admissible de (1), conside rons la
fonctionnelle
1(.)=|{.|2 exp[ek(r&c)], k>0 et c=min
X
r.
Si la fonctionnelle 1(.) atteint son maximum sur le bord, c’est fini.
Supposons donc que ce maximum est atteint en un point P a l’inte rieur et














+kek(r&c)(2$r&k |{$r| 2). (5)
En de rivant une fois l’e quation (1) satisfaite par ., on obtient
{* Log F= g$:;
 {*:; .& g$:;
 {*({:. ;; .)
et donc, en de veloppant {*({: . {; .), on montre, a l’aide des commuta-
tions (9) et (10) de la preuve du Lemme 2 et de la relation {*; .=
g$*; & g*; +{*. {; ., que
2$ |{.|2=&[(g$:; g*+ {:*. {+ . {; .+ g$:;
 g*+ {+ . {:. {*; .)+conj.]
&({*. {* Log F+conj.)&E1&E2 ,
ou
E1= g$:;
 g*+ ({*:. {+;.+{*; . {:+ .) (6)
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et
E2=g$:;






+[ g$:; ({&. {; .& g&; ) T &*: {
*.+conj.].
D’autre part, en e crivant que |{$1(.)|2 (P)=0, l’e galite (4) donne:
|{$ |{.|2| 2
|{.|4








_[ g$:; g*+ ({+ . {:r {*; .+{:*. {+ . {; r)+conj.].
En de veloppant le carre suivant:
K=g$:; g*+ [{:*.+{*.({: .+kek(r&c) {: r)]
_[{;+ .+{+ .({; .+kek(r&c) {; r)],
on montre, a l’aide de la relation {*; .= g$*; & g*; +{*. {; . et en tenant





 g*+ {*; . {:+ .
&2 |{.|2+(2&|{.|2) |{$.|2
&[{*.({* Log F+kek(r&c) {*r)+conj.]
+kek(r&c)(g$:; {:. {; r+conj.). (7)
A pre sent, remarquons que l’hypothe se faite sur F implique l’existence
d’une constante positive C2 telle que
FC2(1+|{.| m)
et, puisque |{.| (P)1, il existe une constante C3 telle que
1C3F &1m |{.|. (8)
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D’autre part, en se plac ant dans un repe re g-orthonorme , on ve rifie, a l’aide
de l’ine galite arithme tique ge ome trique, que
g$*+ g*+ = :
m
*=1
(1+** .&*. * .)&1mF &1m. (9)
Compte tenu de (8) et (9), on e tablit que
|E2 |C4 |{.|2 g$:;
 g:; ,
ou C4 ne de pend que m, C3 ainsi que des maximums sur X des normes des
tenseurs R, T et {T. Tenons compte de cette ine galite et de veloppons






 &\ Log Fp: {: |{.|2+conj.+
+C5 g$:;
 g:; ( |{.| 2+kek(r&c) |{.| |{r| ), (11)
ou C5 ne de pend que de C4 et de la constante A de (3). Ainsi, en tenant
compte de (4), (11) et de la majoration 2$r&ag$:; g:; ou a est un re el
strictement positif tel que (:; r):, ;a(g:; ):, ; , l’ine galite (5) devient
0[C5+(C5 |{r| |{.|&1&a) kek(r&c)] g$:;
 g:;
&k2ek(r&c) |{$r|2+C6kF &1mek(r&c) |{r|, (12)
ou C6 ne de pend que de la constante A figurant dans (3). Supposons enfin
que
|{.| (P)2C5 a&1 &{r& , (13)
l’ine galite (12) se transforme comme suit:
0_C5&a2 kek(r&c)& g$:; g:; +kek(r&c)[C6 F &1m |{r|&k |{$r| 2].
Ine galite qui, par un raisonnement analogue a celui du Lemme 5, permet
de mettre en e vidence un re el k0>0 tel que, si on prend kk0 , on
238 CHERRIER ET HANANI
File: DISTL2 324032 . By:CV . Date:23:06:98 . Time:10:51 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 2650 Signs: 1521 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
aboutit a une contradiction. Donc, pour la valeur k0 du re el k, si 1(.)
atteint son maximum en un point P # X, on a, d’apre s (10) et (13)
|{.| (P)sup(2, 2C5 a&1 &{r&).
Le lemme re sulte alors de la de finition de 1(.).
A pre sent, on s’inte resse au proble me (0.2&) dans le cas d’un second
membre dans C(X ), pour e tablir un re sultat analogue au The ore me 2.
The ore me 4. Soient F # C(X ) une fonction partout strictement positive























admet une et une seule solution . # A&2 & C
(X ).
De monstration. L’unicite de la solution de coule du principe du maxi-
mum pour l’ope rateur det($*++{
*
+ .&{
*. {+.), dont l’e nonce et la preuve
sont analogues a ceux du Lemme 1.
Pour e tablir l’existence d’une solution de (2), prolongeons d’abord u en











Un tel prolongement est possible. En effet, la me trique hermitienne
g1(&e&u) est conforme a la me trique g&2 (u), donc la fonction &e
&u est
g1 -admissible et, d’apre s la preuve du The ore me 3, il est possible de choisir










L’admissibilite de 0 par rapport a g1 et sa valeur au bord montrent
que 0 est partout strictement ne gative; la fonction .0=&Log(&0)
ve rifie (3).
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et l’ensemble T des re els t de [0, 1] tels que, pour tout st, (2-s) admette
une solution C admissible. La fonction .0 est une solution de (2-0), donc
0 # T. Un raisonnement analogue a celui du The ore me 2 montre que T est
ouvert. Montrons qu’il est aussi ferme . Ainsi, par connexite , T=[0, 1] et
(2-t) admet donc une solution C admissible pour t=1 qui n’est autre que
la solution souhaite e de (2).
D’apre s (3) et (1), on ve rifie que, pour tout t # T, on a
.0.t.1.
On en de duit l’estime e C0 et une estimation a priori de la norme du
gradient sur le bord. Le Lemme 8 donne l’estime e C1(X ). Par le biais du
changement de fonctions inconnues
t=&e&.t,










On renvoie alors aux calculs d’estimations mene s au paragraphe pre ce -
dent pour en de duire les estime es d’ordre supe rieur qui, jointes au the ore me
d’ArzelaAscoli, montrent que T est ferme . D’ou le re sultat.
The ore me 5. Soient F # C(TX_R) une fonction partout strictement
positive et u # C(X ), restriction d'une fonction C  admissible sur X. On
suppose que, pour tout t0 # R et tout (x, p; t) # TX_]&, t0], on ait
|{F | (x, p; t)AF 1&1m(x, p; t), (1)
ou A est une constante et ou { de signe le gradient relatif a une me trique
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admet une sous-solution .0 # A&2 & C
. Si, en outre, on suppose que F $t0
et s’il existe une sur-solution, alors (2) admet une et une seule solution ., C
admissible, telle que ..0 .
De monstration. Signalons, tout d’abord, que l’hypothe se (1) faite sur F
assure l’existence d’une constante positive B telle que
F(x, p; t)B(1+| p|m) pour (x, p) # TX et tt0 . (3)
D’autre part, en prolongeant la fonction u sur X en une fonction C
admissible que nous notons toujours par u, on voit que la fonction &e&u
est g1-admissible et, d’apre s la preuve du The ore me 3, il existe deux re els










L’admissibilite de 0 par rapport a g1 montre que 0 est partout stricte-
ment ne gative et donc la fonction .0=&Log(&0) est C admissible par
rapport a g&2 ; c’est une sous-solution de (2).
Un raisonnement analogue a celui du The ore me 3 montre que l’existence
d’une solution C admissible se re duit a l’obtention d’une estimation a
priori dans C2, :, pour un : # ]0, 1[, sur les solutions ..0 . Tout d’abord,
on aura
.0..1,
ou la fonction .1 est une sur-solution admissible de (2). On en de duit
l’estime e C0 et une estimation a priori de la norme du gradient sur le bord,
puis le Lemme 8 donne l’estime e C1(X ). Le changement de fonction inconnue
=&e&.










et de renvoyer aux calculs d’estimations mene s au paragraphe pre ce dent
pour en de duire les estime es d’ordre supe rieur.
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IV. E TUDE DU PROBLE ME (0.2+)
Donnons d’abord le lemme suivant, qui conduit a l’estime e C1.
Lemme 9. Soient F # C(TX_R) une fonction partout strictement positive
et u # C(X ). On de signe par C0 une constante positive et par B/C(X )














[&.&C 0(X )+&{.&C 0(X)]C0 . (2)
On suppose en outre que, pour tout (x, p; t) # TX_[&C0 , C0], on ait:
|{F | (x, p; t)AF 1&1m(x, p; t), (3)
ou { de signe le gradient relatif a une me trique hermitienne sur TX_R et ou
A est une constante. Sous ces conditions, l ’ensemble B est borne dans C1(X ).
De monstration. Elle est analogue a celle du Lemme 8. Soit . une
solution admissible de (1), conside rons la fonctionnelle
1(.)=|{.|2 exp[ek(r&c)], k>0 et c=min
X
r.
Si la fonctionnelle 1(.) atteint son maximum sur le bord, c’est fini.
Supposons donc que ce maximum est atteint en un point P a l’inte rieur et














+kek(r&c)(2$r&k |{$r| 2). (5)
En de rivant une fois l’e quation (1) satisfaite par ., on exprime 2$ |{.|2
a l’aide des de rive es covariantes de . d’ordre infe rieur ou e gal a deux.
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Tenons compte des commutations (9) et (10) de la preuve du Lemme 2, on
montre que
2$ |{.| 2=[ g$:; g*+ {:*. {+ . {; .+ g$:;
 g*+ {+ . {: . {*; .+conj.]
&({*. {* Log F+conj.)&E1&E2 ,
ou
E1= g$:;
 g*+ ({*:. {+;.+{*; . {:+ .)
et
E2=g$:;






&[ g$:; ({&. {; .+ g&; ) T &*: {
*.+conj.].
D’autre part, en e crivant que |{$1(.)|2 (P)=0, l’e galite (4) donne:
|{$ |{.|2| 2
|{.|4








_[ g$:; g*+ ({+ . {:r {*; .+{:*. {+ . {; r)+conj.].
En de veloppant le carre suivant:
K=g$:; g*+ [{:*.+{*.(&{: .+kek(r&c) {:r)]
_[{;+ .+{+ .(&{; .+kek(r&c) {; r)],
on montre, a l’aide de la relation {*; .= g$*; & g*; &{*. {; . et en tenant





 g*+ {*; . {:+ .
+2 |{.|2&(2+|{.|2) |{$.|2
&[{*.({* Log F+kek(r&c) {*r)+conj.]
+kek(r&c)(g$:; {:. {; r+conj.).
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Cette e galite est tout a fait analogue a (7), preuve du Lemme 8, ce qui
nous permet de conclure en suivant le raisonnement propose au lemme
pre cite .
A pre sent, on s’inte resse au proble me (4+) dans le cas d’un second
membre dans C(X ), pour e tablir le re sultat suivant.
The ore me 6. Soient F # C(X ) une fonction partout strictement positive











il existe une et une seule solution . # A+2 & C











De monstration. L’unicite de la solution est une conse quence du principe
du maximum pour l’ope rateur det($*++{
*
+.+{
*. {+.) dont l’e nonce et la
preuve sont analogues a ceux du Lemme 1.
En ce qui concerne l’existence d’une solution de (1), prolongeons d’abord











Un tel prolongement est possible. En effet, notons par u un prolongement
C-admissible de u, et posons .0=u+kr. En se plac ant dans un repe re
g-orthonorme et diagonalisant la hessienne complexe de .0 , un calcul




[** r+k |* r|2&2 |*r * u|].
L’ine galite (2) sera donc satisfaite de s que l’on prend le re el k assez grand.
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ainsi que l’ensemble T des re els t # [0, 1] tels que, pour tout st, (1-s)
admet une solution .t # C(X ) admissible. La fonction .0 est une solution
de (1-0), donc T est non vide. En suivant les me^mes e tapes qu’a la preuve
du The ore me 4, l’existence d’une solution de (1-t) pour la valeur t=1 sera
acquise pourvu qu’on e tablisse une estime e C2, : sur les solutions C
admissibles de (1-t).
Tenons compte de (2), on ve rifie a l’aide du principe du maximum que,
pour tout t # T, si .t est une solution de (1-t), alors
.0.t.1.
On en de duit l’estime e C0 et une estimation a priori de la norme du
gradient sur le bord et le Lemme 9 donne l’estime e C1(X ). Pour e tablir les
estime es d’ordre supe rieur, on introduit les changements de fonctions
inconnues, t=e.t, transformant ainsi le proble me (1-t) en un proble me











En menant des calculs de la me^me nature que ceux des Lemmes 5 et 6, et
compte tenu du The ore me 1, on montre que toute solution t # C(X ),
telle que la matrice (t g*+ +{*+ t)*, + soit partout hermitienne de finie
positive, de ce nouveau proble me est estime e a priori dans C2, :(X ). Il en
est de me^me pour toute solution C admissible de (1-t) via le changement
de fonctions pre cite .
The ore me 7. Soient F # C(TX_R) une fonction partout strictement
positive et u # C(X ), restriction d'une fonction de A+2 & C . On suppose
que, pour tout t0 # R et tout (x, p; t) # TX_]&, t0],
|{F | (x, p; t)AF 1&1m(x, p; t), (1)
ou A est une constante et ou { de signe le gradient relatif a une me trique











admet une sous-solution .0 # A+2 & C
. Si, en outre, on suppose que F $t0
et s’il existe une sur-solution de (2), alors celui-ci admet une et une seule solu-
tion C admissible ..0 .
245MONGEAMPE RE ET DIRICHLET
File: DISTL2 324039 . By:CV . Date:23:06:98 . Time:10:51 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 2571 Signs: 1612 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
De monstration. Signalons, tout d’abord, qu’en raisonnant comme au
The ore me 3, on montre que l’hypothe se (1) faite sur F assure l’existence
d’une constante positive B telle que
F(x, p; t)B(1+| p|m) pour (x, p) # TX et tt0 , (3)
et qu’en prolongeant la fonction u sur X en une fonction C  admissible
que nous notons toujours par u, on ve rifie qu’il est possible de choisir les
re els k et l de telle sorte que la fonction .0=u+k(elr&1) soit une sous-
solution de (2). Un raisonnement analogue a celui du The ore me 3 montre
que l’existence d’une solution C  admissible se re duit a l’obtention d’une
estimation a priori dans C2, :, pour une constante strictement positive
:<1, sur les solutions ..0 . Tout d’abord, d’apre s le the ore me de la
moyenne et le principe du maximum, on aura
.0..1,
ou .1 est une sur-solution de (2) dont on a suppose l’existence. On en
de duit l’estime e C0 et une estimation a priori de la norme du gradient sur
le bord; le Lemme 9 donne alors l’estime e C1(X ). Le changement de fonc-
tion inconnue, =e., permet de transformer le proble me (2) en un









et de renvoyer a des calculs d’estimations semblables a ceux mene s au
second chapitre et au The ore me 1, e tablissant ainsi les estime es d’ordre
supe rieur requises pour re soudre.
APPENDICE
Sur l ’Estime e C2, : a l ’Inte rieur
Lemme 8. Soient u # C(X), F # C(TX_R), C0 une constante positive













[&.&C 0(X )+&{.&C 0(X)]C0 . (2)
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Pour . # B, on pose
02= g$:; g$ab g$cd ({:b c.& gcb {:.)({; ad .& gad {; .).
(i) Sous l ’hypothe se d ’existence d ’une sur-solution de (1), il existe
deux constantes positives k1 et k2 telles que, pour tout . # B, on ait:
2$02+[ g$:; g$ab g$cd ({:b c.& gcb {:.) {; ad F+conjugue ]
&Ha:b;c#d$({:b c.& gcb {:.)({; ad .& gad {; .) {#$ Fk1(1+03)
(3)
et
2$02k2(1+03)&\ Fp: {: 02+conjugue + . (4)
Les composantes du tenseur H sont de finies par
Ha: } } } d$= g$:$ g$#; g$ab g$cd + g$:; g$a$ g$#b g$cd + g$:; g$ab g$c$ g$#d ;
la constante k1 est fonction de C0 ainsi que d ’une norme C0(X ) des tenseurs
R, T, {R, {T et {2T; k2 de pend en outre de &F&C 3(K ) et d ’une estime e
C0(X ) des de rive es secondes pures de ..
(ii) Pour tout compact K/X et tout : # ]0, 1[, B est borne dans
C2, :(K).
De monstration. Soit . # B. Tenons compte des Lemmes 5 et 6,
l’hypothe se (2) implique l’existence de constantes positives C1 et b telles
que
&.&C 2(X )C1 et b&1gg$(.)bg. (5)
La preuve de (3) se fait alors comme au Lemme 4 dans [9], et le de velop-
pement des termes en F dans (3) permet d’e tablir (4).
Pour prouver la seconde partie du lemme, remarquons tout d’abord que
les relations (4) et (5) de la preuve du Lemme 3, ou l’on de veloppe les
termes en F, et l’e quivalence des me triques g et g$ montrent l’existence
d’une constante positive C2 telle que
&2$(m.+2.)&C202+_ Fp: {:(m.+2.)+conjugue & . (6)
D’autre part, on ve rifie qu’il existe une constante C3 telle que
|{$(m.+2.)| 2C3(1+02). (7)
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Conside rons maintenant la fonction 1=0&k(m.+2.), ou k un re el
strictement positif pre cise ulte rieurement. L’ine galite de Cauchy permet
d’e crire, pour tout re el =>0,
|{$0|2(1+=) |{$1 | 2+k2(1+=&1) |{$(m.+2.)|2. (8)
Ainsi, la relation 2$02=20 2$0&2 |{$0|2, jointe aux ine galite s (5), (6),
(7) et (8), conduit a l’existence de constantes positives C4 et C5 ne de pen-




(1+=&1)& 02+(1+=)20 |{$1 | 2
&\ Fp: {:1+conjugue + .
Or,
2 } Fp: {:1 }C6(=&1+= |{$1 | 2).
Prenons donc ==(1+C6)&1, k=2(1+C &15 ) et notons
X+=[0C7], ou C7=1+mkC1+sup[k2(2+C6), C4+C6(1+C6)].








ine galite qui va nous permettre de montrer qu’il existe une constante
positive C8 telle que, pour tout entier p, on ait
_| r2p0 p dV&
1p
C8 , (10)
ou r est la fonction de finissante de X et dV est l’e le ment de volume associe
a la me trique g. En conse quence, pour tout compact K/X et tout entier
p, &.&Hp3(K )C9 . Ainsi, pour tout : # ]0, 1[, si on choisit p3m1&:,
l’inclusion continue H p3(K )/C
2, :(K ) montre alors que B est borne dans
C2, :(K).
Prouvons donc (10) quand p=1. Pour cela, de rivons deux fois l’e qua-
tion (1) satisfaite par ., il vient:
g:; g$*+ {:; ({*+ .&.g*+ )+2F
#g:; g$*+ {*:; + .+E
= g:; g$*\ g$_+ {:({+ *.&.g*+ ) {; ({_\ .&.g_\ ), (11)
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ou
E=g:; g$*+ [T #*: {#; + .+{:(R
#
+ *; {# .)]+2.g$
*+ g*+ +2F.
Remarquons, d’autre part, que
{*[ g$*+ M(.)]=( g$*_ g$\+ &g$*+ g$\_ ) g\_ {*. M(.)+g$*+ g$\_ T {\*{{_ . M(.)
#g$*+ S*M(.), (12)
ou S* est une 1-forme estime e qui ne de pend que de T et des covariantes
de . d’ordre 2.
Multiplions alors (11) par r2M(.); en inte grant par parties sur X, a
l’aide de (12), le terme d’ordre 4 en ., on obtient:
| r2g:; g$*\ g$_+ ({:+ *.& g*+ {:.)({; _\ .& g_\ {; .) M(.) dV
=[rE+g$*+ [r(T \\*&S*)&2{*r] {
&
& + .] rM(.) dV. (13)
Or, d’apre s l’ine galite de Cauchy, l’estime e C 2 et l’e quivalence des me tri-
ques g et g$, (5), on a, pour tout =1:
|r2E |C9(=+=&1r202)
et




Compte tenu de (5), la relation (13) donne alors l’ine galite suivante
b&1 | r202M(.) dV
(C9+C10) = | M(.) dV+(C9+C10) =&1 | r202M(.) dV.
Prenons ==2b(C9+C10) qu’on peut supposer 1, la dernie re ine galite se
transforme comme suit:
| r202M(.) dV(C9+C10)2 4b2 | M(.) dV.
Or, l’estime e (5) implique que
0<$&1M(.)$, (14)
pour un re el $. L’ine galite (10) quand p=1 ou p=2 s’en de duit en remar-
quant, dans le premier cas, que
| r20 dV| r2(1+02) dV
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et, dans l’autre, on e crit que
| r402 dV(maxX r
2) | r202 dV.
Enfin, soit p3 un entier tel que la relation (10) soit satisfaite pour tout
entier qp. Montrons qu’elle l’est encore pour p+1.
E crivons que X=X+ _ [0C7], multiplions (9) par r2p+21 p&1M(.)
et inte grons sur X, on obtient:
| r2p+21 p+1M(.) dV
C p+111 +(3& p) |
X+
r2p+21 p&2 |{$1 |2 M(.) dV
+|
X+
g$:; {; 1[rT \\:&(2p+2) {:r] r
2p+11 p&1M(.) dV,
ou C11 est une constante positive ne de pendant que de la me trique g, de r
et C7 . Tenons compte du fait que p3, le second terme du membre de
droite est donc 0 et une seconde inte gration par parties donne















2T &&;&(2p+2) r {; r] r
2p1 pM(.) dV.
Ainsi,
| r2p+21 p+1M(.) dV(C11) p+1+C12 |
X+
r2p1 pM(.) dV,
ou C12 de pend d’une norme C2(X) de r, du maximum sur X des normes
des tenseurs T et {T, ainsi que d’un majorant de la norme C2(X ) de ..
L’estime e C2, (5), de ja acquise combine e avec l’ine galite (14) permet, en
tenant compte de la de finition de 1 et de l’hypothe se de re currence,
d’e tablir le re sultat de sire .
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